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0. 目的とあらまし

本稿の目的は、無限次元群が数論に応用される様子を概観しながら、後半部にお

いて、無限次元群のセルバーグゼータ関数に関する結果を報告することである。

本稿は第 I部と第 II部からなる。第 I部は無限次元群の有限次元数論への応用で

ある。従来の数論の枠内では得られなかった結果が無限次元群を用いて得られたり、

これまで得られていた結果が、無限次元群を仲介させることで、より良い証明を与え

られたりする例を見る。第 II部は、無限次元群の無限次元数論への応用である。無

限次元群自体の保型形式やセルバーグゼータ関数への試みを紹介する。

無限次元群を、次の３つのタイプに分けて考えることにする。

(1) linear type: GL(∞), Sp(∞), O(∞), 有限次元の極限としての無限次元群

(2) loop type: loop 群、current 群、Kac-Moody 群（affine, hyperbolic）

(3) diffeo type: diffeo 群、universal Teichmuller modular 群

I. 有限次元数論への応用

I-１. Weyl の指標公式の一般化（type（２））

Euler, Jacobi による古典的な仕事として、η-関数の展開公式がある。

∞∏
n=1

(1− qn) =
∞∑

m=−∞
(−1)mq

3m2+m
2

∞∏
n=1

(1− qn)3 =
∞∑

m=−∞
(−1)m(2m + 1)q

m(m+1)
2 .
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このような美しい展開式が存在するのは、左辺のべきが 3,8,10,14,15,21,24,...の時で

ある。これは d が複素単純リー環の次元の場合であり、MacDonald([M]) はその場

合に
∏

(1− qn)d の展開を得た。その際、重要な役割を果たしたのは、（一般化され

た）Weyl の分母公式である;

Weyl の分母公式の一般化

(＊)
∏

α∈∆+

(1− e(−α))dim gα

=
∑

w∈W

(−1)l(w)e(wρ− ρ)

ここに、記号は、次の通りである。A は l 次の generalized Cartan 行列であり、g =

g(A) をその Kac-Moody Lie 環とする。通常の記号で、生成元を ei, fi, gi とおく。

W を Weyl 群、∆(∆+) を（正）ルートの全体とする。e は、∆ =
⊕l

i=1 Zαi か

ら環 Z[[ξ1, ...ξl]] への写像で、生成元 αi を ξi に写すようなものである。l(w) :=

#(∆+∩w∆−)であり, ρ ∈ ∆+ は ρ(hi) = 1 (i = 1, .., l)なるものである。Macdonald

の方法は、（＊）を affine Kac-Moody Lie 環に対して、具体的に計算するというもの

であった。このように、affine Kac-Moody という無限次元の対象を経由して、Euler,

Jacobiの古典的な結果の統一的な解釈と、一般的な証明を得ることができたのである。

それでは、（＊）を、更に無限度の高い、hyperbolic Kac-Moody に対して計算す

ると、何が得られるのだろうか？これを実行したのが、Feingold-Frenkel ([FnF]) で

ある。彼らは、

A =




2 −2 0
−2 2 −1
0 −1 2




という、特別な hyperbolic行列に関して、（＊）を計算した。その結果、Euler, Jacobi,

Macdonald の結果の３変数版（２次行列版）とも呼べる、次の結果を得た。

e2πitr(PZ)
∏

0≤N∈S2(Z)
(1− e2πitr(NZ))mult(N)

∏

N∈ν(∆−R)

(1− e2πitr(NZ))

=
∑

g∈PGL(2,Z)
det(g)e2πitr(gP tgZ)
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ここで、記号は、以下の通りである。Z は２次のジーゲル上半空間の元であり、P =
(

3 1/2
1/2 2

)
, S2(Z) は２次の整数成分の対称行列の集合、ν は Cartan subalgebra

h の dual h∗ から S2(C) への写像で、次で具体的に定義される。h の基底 {hi}

から h∗ の基底 {αi} を αi(hj) = Aij で決め、更に h∗ の基底 {γi} を γ1 = α1
2 ,

γ2 = −α1−α2−α3, γ3 = −α1−α2 で定義する。これを用いて、h∗ の元
3∑

i=1

ziγi の

ν による像を、
(

z3 z1/2
z1/2 z2

)
と定義する。

[FnF] は、更に、ジーゲル保型形式の空間と Weyl 群不変なある種の指標の空間

との間の同型を構成し、斉藤-黒川 lifting の別証を与えた。

I-２. ガロア群との関連 （type (3)）

G = Gal(Q̄/Q) を求めようという試みが、Belyi([B])-Ihara-Drigne-Drinfel’d([D])

らによって行われており、G は Grothendieck-Teichmuller modular 群という type

(3) の無限次元群に埋め込めると考えられている。

I-３. Langlands 予想との関連（Drinfel’d のプログラム）（type (3)）

「Langlands 予想の、標数が正の場合の証明が、type (3)の無限次元群を用いて

できるだろう。」というプログラムが Drinfel’d によって提唱され、その第一段階が

Feigin-Frenkel ([FgF]) によって証明されている。

I-４. Hasse-Weil ゼータの積分表示 （type (2)）

加藤和也氏によって１９８０年頃提唱された、「高次元体のHasse-Weilゼータ関数

は、高次K群の上の積分で書けるだろう。」という予想が、無限次元群と Hasse-Weil

ゼータとを結ぶきっかけになった。これまでの試みとしては、佐藤孝和氏による二次
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元の場合（１９９１）がある。([Sa1],[Sa2])

II. 無限次元数論への応用

II-１. 無限変数のテータ関数（type (2)及び R∞ ）

McKean-Trubowitz ([MT]) による、種数∞のリーマン面（Hill曲面）のテータ関

数をここで紹介し、Sp(∞) の保型形式とみなせる可能性を探り、問題点を考えてみ

たい。はじめに、種数が１の場合のテータ関数を思い出してみる。テータ関数は

θ(τ, z) =
∑

n∈Z
e2πinz+πin2τ

で定義される。変数 z に関しては周期性

θ(τ, z + 1) = θ(τ, z)

θ(τ, z + τ) = eπi(−2z−τ)θ(τ, z)

が成立し、変数 τ に関しては変換公式

θ(τ, z) =

√
i

τ
e−πiz2/τθ(−τ−1,−τ−1z)

が成り立つ。次の表の g = 1 の段には、n, z, τ の渡る範囲が記されており、その右に

は、テータ関数が τ の関数として Sp(1) の保型形式であることが記されている。（H

は複素上半平面）この状況は一般の有限種数の場合も同様であり、τ が g次のジーゲ

ル上半空間を動き、テータ関数は Sp(g) の保型形式になる。これを Hill曲面の場合

に比較したものが最下段である。K, H は後で定義するヒルベルト空間で、L は K

の格子である。変数 τ に相当する変数 Qは、無限次ジーゲル上半空間の点として種

数∞のリーマン面を与えると考えられるが、種数有限の場合と著しく異なるのは、Q
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は種数∞のリーマン面をすべて表すのではなく、そのうちで Hill型という、収束な

どが扱い安い特殊なもののみを動くということである。

n z τ τ の関数として modular form
g = 1 Z C h Sp(1)

g < ∞ Zg Cg hg Sp(g)

g = ∞ L K∗ +
√−1H∗ h∞ の Hill 部分 Sp(∞) ?

そして、このように、一部分だけに制限したことが、変換公式を、そのままの形では

成り立たなくしている。しかし、変換公式を測度の間に成り立つ関係という広い解釈

で理解することにより、この場合もその類似を証明でき、その意味で Sp(∞) の保型

形式とみなせる可能性が考えられる。これについては、後で説明する。ここで、Hill

曲面のテータ関数の正確な定義を与える。

実数体上の周期１でなめらかな実数値関数 q(ξ)によって定まる作用素Q = − d2

dξ2 +

q(ξ) を Hill 作用素という。Q の固有値の重複度は高々２であることが知られている

が、簡単のため、すべての固有値が重複度１と仮定し、λ0 < λ1 < · · · ↑ ∞ とおく。

二つのリーマン球面を区間 (−∞, λ0), (λ1, λ2), ....で切れ目をいれ、同じ切れ目同士

をくっつけると、種数が無限大のリーマン面を得る。これを Hill曲面といい通常 S

で表す。この曲面は hyperelliptic type であるから、y2 = RS(x) と、ある「xの無

限次の多項式 RS」（実際には無限積で定義される）を用いて表される。区間の長さ

を ln = λ2n − λ2n−1 とおく。ln は n →∞ で急減少する事が知られている。各区間

に、tied spectrum と呼ばれる実数 µn ∈ [λ2n−1, λ2n] が定まる。この曲面 S のホモ

ロジー群の生成元を、[MT] に従い、An, Bn (n = 1, 2, 3....) とおく。関数空間 K は

複素数体上の正則関数 φ で、実数上では実数値を取り、次の評価を満たすものの全

体とする。
∞∑

n=1

|φ(µn)|2
l2n

< ∞
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K は、この不等式の左辺をノルムとするような内積により、ヒルベルト空間になる。

K の dual K∗ は、次の表示を持つことが知られている。

K∗ =

{ ∞∑
n=1

xnAn

∣∣∣∣∣ xn ∈ R,

∞∑
n=1

x2
n

(nln)2
< ∞

}

ただし、道の同値類 An は、それに沿って積分した値を対応させる関数と考える

ことで、dual space の元とみなしている。そこで、K∗ の要素の係数 xn を Z に同

型な部分に制限することにより、格子 L∗ を得る；

L∗ = 〈mnAn | n = 1, 2, ...〉Z

ここで、mn は、S の形から定まる、winding number と呼ばれる整数である。L∗ の

dual lattice を L と置く。L は K の格子で、mnAn の dual basis を 1n と置くと、

L =

{ ∞∑

i=1

ni1i (有限和)

∣∣∣∣∣ ni ∈ Z
}

と書ける。また、C 上の正則関数 φ に対して Φ を dΦ = φ
RS

dλ で定義し、微分形式

の集合

H = {dΦ;
√−1

∫

S

dΦ ∧ d̄Φ < ∞}

を考えると、この収束条件はK の条件よりもゆるいことがわかり、K は H に埋め

込まれる。H の定義に登場した積分を計算すると、

∫

S

dΦ ∧ d̄Φ = −4
√−1

∫

C

∣∣∣∣
φ

RS

∣∣∣∣
2

d(area)

= 2
√−1

∞∑

i,j=1

niQi,jnj (Qij := Bi(1j))

= 2
√−1Q[n]

と、通常の有限変数の二次形式の記法の類似で表すことができる。Hill 曲面のテー

タ関数は次で定義される。

Θ(Q, z) :=
∑

φ∈L

e2π
√−1z(φ)+πQ[n]
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ただし、変数 z = x +
√−1y は x ∈ K∗, y ∈ H∗ からなり、その範囲でテータは収束

している。この定義に於いて、L の元 φ は Z の無限直和の元を渡るので、有限次元

のテータ関数の類似になっている。また、「無限次行列」Q は、リーマン面 S を決め

るごとに定まる変数で、有限次元の場合に於ける τ に（より正確には、−√−1τ に）

対応すると考えられる。

変数 z に関して、次の周期性が成立し、有限次元の場合の拡張になっている。

Θ(Q, z + An) = Θ(Q, z)

Θ(Q, z + Bn) = Θ(Q, z)eπ
√−1(−2z(1n)−Bn(1n))

変換公式については、そのままの形では成立しない。すなわち、種数１の場合の変換

公式

θ(τ, x) =
1√
t

∑
n

e−
π(x−n)2

t (τ =
√−1t)

の類似をそのまま計算した

Θ(Q, x) = vol(K∗/L∗)
1√

detQ

∑
n

e−πQ−1[x+n]

は vol = ∞, det = ∞ の為、意味をなさないフォーマルな式になってしまう。そこ

で、種数１の場合の変換公式を、

「[0,1) 区間内の任意の可測集合 E 上で次の式が成立する；

∫

E

θ(τ, x)dx =
∑

n

P (E + n) 」

と言う同値な命題に書き換えてみる。ただし、

dP (x) =
e−

πx2
t√
t

dx

である。このように、変換公式を測度に関する等式として解釈し直すことにより、無

限次元版への一般化が得られる；
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「商空間 K∗/L∗ 内の任意の可測集合 E に対して、
∫

E

Θ(Q, x)dx = P (I−1(E))

が成り立つ。ここに、I：R∞ 3 (xi) 7→
∑

xiAi ∈ K∗/L∗ であり、dP (x) は R∞ 上

のガウス測度である。」

無限次元版の変換公式がそのままの形で成立しないのは、初めに注意したように、

変数 τ に相当する 変数 Q（あるいは S）が、無限次ジーゲル上半空間のごく一部で

ある「Hill 部分」しか動けず、Q が Hill 部分に属しているとそれを変換した −Q−1

は Hill 部分から外に出てしまうという事情によるのであろう。

無限次元群を扱う場合、保型形式やゼータ関数の類似を安直に作ると収束性が悪

くなることが多い。それを回避するためには何らかの制限が必要であり、そのしわ寄

せがどこかに生じて、しばしば有限次元そのままの一般化が成り立たなくなるように

見える。しかし、元来の対象を無限次元と考えれば、逆に、有限次元の結果は一つの

特殊な現れ方に過ぎず、無限次元の結果を通してこそ、初めて本質的な事実を理解で

きるのかも知れない。上の例で言えば、変換公式とは、測度の間に成り立つものとみ

なすのが普遍的であり、従来の大局的に書ききれる形のものは、有限次元の場合だけ

の系に過ぎないのかも知れない。そして、このように発想を転換させることが、無限

次元の整数論への第一歩として、必要なのかもしれない。そうした意味に於いても、

ここに紹介した、McKean-Trubowitz の仕事は、先駆的で示唆深いものに思われる。

II-２．無限次元セルバーグ・ゼータ関数

ａ。ループ群のゼータ関数（[K]）（type (2)）

単位円周 S1 から、PSL(2,C) への滑らかな写像の全体に、一様収束位相を入れ、

行き先の群での積を導入することにより、位相群構造を入れる。このような群をルー
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プ群という。ループ群の離散部分群として、最も代表的で、かつ興味深いものは、多

項式ループからなる群である。上の例では、Γ = PSL(2,Z[T ]) が、変数 T に S1 の

元を代入することによって、ループ群の離散部分群にみなせる。この Γ のセルバー

グ・ゼータ関数を定義することが本項の目的である。セルバーグ・ゼータ関数は、オ

イラー積で、次のような形をしたものである。

ζΓ(s) =
∏

p∈Prim(Γ)

(1−N(p)−s)−1

ここで、Prim(Γ) とは、Γ の素な双曲型共役類の全体であり、N ノルム関数で、各

共役類に１より大きな実数を与える。共役類分割を行って、双曲型共役類を書き下

し、ノルム関数の具体的な定義を与え、意味のありそうなゼータ関数を定義するこ

とが、本項の目的である。

こうした研究の原型となっているのは、セルバーグ ([Se1],[Se2])による、PSL(2,Z)

の場合である。この場合、双曲型共役類は一次分数変換で実二次数を固定点に持つ

ことから、双曲型共役類の全体は、Q 上の実二次体の全体と対応がつけられ、ノル

ムは、対応する二次体の基本単数を用いて記述される。

ループ群の場合も、この状況は類似している。すなわち、体Q(T ) の「実拡大」と

言う概念が、Q の場合の自然な一般化になるように定義され、双曲型共役類の全体

は、Q(T ) 上の実二次体の全体と対応づけられる。しかし、この場合、同型な実二次

体が無限個存在するので、ノルムを如何に定めようとも、収束するゼータ関数を得

ることは難しい。そこで、Prim(Γ) に、対応する実二次体が同型であるものを同値

とするような同値関係を導入する。この同値類は、Q(T ) 上の実二次拡大の同型類の

全体と一対一に対応する。

ノルムも、PSL(2,Z) の場合の自然な一般化になるように定義したい。基本単数

は単数群すなわち一次K 群の生成元であることに注目し、体の次元の上昇は、K 群
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の次数の上昇に対応するという類体論からの示唆に従ってみるならば、次のような定

義が得られる。

N(p) := exp(vol(Coker(Regp)))

ここで、Regp とは、p に対応する実二次体を関数体とするような超楕円曲線の同

型類 Cp の二次 K 群 K2(Cp) から、ユークリッド空間への regulator map である。

PSL(2,Z) の場合には、一次K 群の regulator map は log にほかならず、古典的な

ノルムの定義と一致する。

以上を用いて、Γ = PSL(2,Z[T ]) のセルバーグ・ゼータ関数を形式的に次で定義

する。

ζΓ(s) :=
∏

p∈Prim(Γ)/∼
(1−N(p)−s)−1

双曲型共役類は、対応する超楕円曲線の種数によって分類される。すなわち、種数 g

の超楕円曲線に対応する共役類たちのオイラー積への貢献を ζ
(g)
Γ (s) と書けば、ゼー

タ関数は

ζΓ(s) =
∞∏

g=1

ζ
(g)
Γ (s)

と分解される。特に種数１の部分は、すべての楕円曲線（の同型類）に渡るオイラー

積であり、次の結果が成立する。

定理. 谷山-Weil 予想、Beilinson-Bloch 予想を仮定すれば、ζ
(1)
Γ (s) は s の実部が十

分大きいところで収束する。

証明の方針は、すべての楕円曲線に渡る、higher regulator の値の和を評価すれば

良い。その際、谷山-Weil 予想により、すべての modular curve に渡る和を評価す

れば良い。modular curve の場合、Beilinson-Bloch 予想によれば、higher regulator

の値は L−関数の特殊値と導手を用いて表すことができ、それらの和は、式変形に
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よる評価が可能な形になっている。仮定する事項と証明の詳細については、[K] を参

照されたい。

なお、種数の高い場合についても、同様の仮定を設ければ種数ごとのゼータの収

束は証明できると思われる。しかし、それらの種数に渡る無限積としての、群 Γ の

ゼータ関数の収束は、現状ではまったく不明である。

以上の方法に於いては、双曲型共役類の全体を同値関係で割ったことが、鍵になっ

ている。これが前項でも述べた、無限次元群に関する関数を扱う為の制限に相当し、

これによって、収束しそうなゼータ関数を取り出すことができたが、その一方では、

跡公式との関係がつきにくくなったとの印象は免れない。ここでも、収束性を良くす

るための制限によるしわ寄せをどう回避するかが、無限次元群の関数を扱う上での

問題となっている。

なお、ノルムの定義には、もう一つの方法がある。それは、行列の固有値をループ

上で積分して、ノルムを得る方法である（[K]）。しかし、その式は複雑であり、ゼー

タ関数の収束の可能性を占うことは現状ではできていない。

ｂ。トンプソン群（Diff(S1) の部分群）の一般化（type (3)）

前項のループ群の場合には、離散部分群の代表的かつ興味深い例として多項式ルー

プの群を考えた。しかし type (3)の群の場合は、数論的な意味のありそうな離散部

分群 Γ を見つけることすら問題である。

この問題について、「トンプソン群に同型な部分群が、Diff(S1) に存在する」とい

う、Ghys-Sergiescu[GS] の結果がある。トンプソン群の専門家の中には、これは有

限次元リー群とその数論的離散部分群の状況に類似していると考えている人もいる。

本項の目的は、彼らの結果を、正標数の場合に拡張することである。もし本当にトン
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プソン群が数論的に意味を持つならば、正標数類似が構成できるはずだからである。

（たとえば、リーマン・ゼータを実現するようなセルバーグ・ゼータがあるのなら、

その正標数類似が存在してセルバーグ・ゼータが合同ゼータになるはずである。）

R を整数環、K をその商体、F をそのアルキメデス素点による完備化とする。

Ghys-Sergiescu は R = Z, K = Q, F = R の場合を扱っている。類似を構成した

いのは R = F[T ], K = F(T ), F = F((T−1)) の場合である。（F は有限体）以下、

この二つの場合に限って話を進めるが、これら以外の場合、例えば R = Z[
√−1],

K = Q(
√−1), F = C、更に一般の代数体の整数環の場合にも、類似の結果は成立す

ると思われる。

まず、素元 π を、標数０の場合は２、標数正の場合は T と置いて固定する。局所

化 R′ = R[1/π] と置く。general affine 群を次で定義する。

GA(R′) :=
{

x 7−→ πnx +
p

πq
; p ∈ R, q, n ∈ Z

}

群 Γ を、商集合 F/R 上の piecewise linear な同相写像 h の全体に、写像の合成で

積を導入したものとする。ここで、同相写像 h が piecewise linear であるとは、F/R

が有限個の閉集合たち In の和に書かれて、各 In 上では h が GA(R′) の元に等しい

ことを言う。この群 Γ は標数０の場合には、トンプソン群と呼ばれているものに一

致する。次の定理が成り立つ。

定理. 商集合 F/R の自己同相写像 h が存在し、h−1Γh が Diff(F/R) の部分群に

なる。

すなわち、正標数の場合にも、トンプソン群の類似が構成でき、それに同型な部

分群が diffeo 群の中に存在する。

更に、従来のトンプソン群には、単純群であること、有限生成、有限表示を持つ

ことなど、顕著な性質がみられるが、それらの性質が、正標数類似に於いても成立す
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るのか否かは、今後の研究で明らかにされていくべきであろう。
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