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散乱行列式と数論的量子カオス 
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  私達が生きているこの世界のしくみを解き明かそうとして、人々は物理学を発展させて

きた。今世紀に入り、量子力学の到達した一つの知恵は、この世界は、作用素とその固有

関数によって記述され、支配されていると言う原理であった。 

  一方、数たちが生息している「あの世界」の神秘を解き明かそうとして、人々は数論を

発展させてきた。そして、あの世界にもまた、この世界と同様の原理が存在するのではな

かろうか、すなわち、ある種の作用素とそのスペクトルを研究することで、数論の神秘は

解き明かされるのではなかろうか  ------- そんな哲学を抱いて、数論の新しい分野が誕

生した。それは「数論的量子カオス」と呼ばれる。 

  「数論的量子 カオス 」は、米国プリンストン 大学のピーター ・サルナック （Peter 

Sarnak）教授[S2]により、２年半ほど前から提唱されてきた、数論の新しい分野である。

筆者は、過去二年間に渡り、プリンストン大学に研究員として滞在しながら、サルナック

教授の下でその研究に従事してきた。数論的量子カオスの研究目的を端的に述べるならば、

「数論的群Γを基本群に持つようなリーマン多様体Ｍ上のラプラシアンΔのスペクトルλ
及びその固有関数φλの様子を、特にλ→∞のときに知ること」であると言える。本稿では、

そうした研究がなぜ数論にとって重要なのか、その理由を二つの側面から解説し、散乱行

列式との関係を見る。そして後半部では、最先端でどのような進展が得られているのかを

報告する。 

 

ゼータ統一理論の立場から 

 

  ゼータ統一理論とは、リーマン・ゼータのようなＡ型のゼータ関数を、Ｓ型のゼータ関

数として 表すことにより 、リーマン 予想を解決しようと 言う哲学（予想）である 。

[I,Ku2]リーマン・ゼータとは 
   ζ� � � �� � �

�

= − − −∏ � � ���� � �� > �  

という関数で、ｐ＝2,3,5,7,11,13,... は素数の全体に渡る。「リーマン・ゼータは数論

のすべてを知っている」とは良く言われることであって、例えば、ζ � �� がｓ＝１で極を持

つ（ζ� �� = ∞）という事実は、素数が無限個存在することを表している。この考え方を進



めて得られる素数定理 

（ｘ以下の素数の個数）～
�

�
�

���
� �→ ∞  

は、ζ � �� を複素関数として扱うことにより証明される。そして、これを更に精密化し、素

数の個数のより良い評価を得ようとする際、ζ � �� の虚零点が素数分布を本質的に記述する

ことがわかる。その虚零点を求める問題は、未解決であるが、「すべての虚零点は実部が 

1/2 であろう」というリーマン予想（１８５９年）は、１３０年以上経た今もまだ証明さ

れていない。リーマン予想は、それが正しければ素数定理の究極的な評価を与えることな

どから、非常に重要である（例えば黒川[Ku3]§３）。 

  一方、Ｓ型ゼータというのは、Ａ型との類似から、可算群Γに対し、 
ζΓ � � � � � �� � � �

�

= − − −∏ � �  

という形をしているものと考えられている。ここでｐは、Γの素な共役類の全体を渡り、

Ｎ（ｐ）はｐのノルムと呼ばれる実数値であるが、その定義は、すべてのΓに対して必ず

しもはっきり知られている訳ではない。良く知られている例として、例えば、Γが 
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の良い離散部分群の場合、行列ｐのノルムを、その固有値の絶対値の２乗のうち１以上の

ものと定義すると、ζΓ � �� が��� �� > �で収束し、リーマン・ゼータと同様にｓの複素関数

として有理型接続を持つことがわかる[Se2]。Ｓ型ゼータが重要である理由は、これが対

応するラプラシアンの行列式を用いて表され、そこからＳ型ゼータの虚零点の実部（リー

マン予想）が比較的容易に求められることである。ここで「対応するラプラシアン」と言

ったのは、次のような意味である。例えば、上記のΓを基本群とするような多様体は、負
定曲率のリーマン面Ｍである。その普遍被覆空間である複素上半平面 { }� � �
 
= + >� 


の上のラプラシアン 
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をΓに対応するラプラシアンと考える。Ｍがコンパクトな時、ラプラシアンは離散スペク

トルしか持たず、ゼータ正規化の方法で行列式���� �∆ が定義される[Ku4]。驚くべきこと

は、固有値を− −� �� �� だけずらして考えた���� � ��∆ − −� �� のような行列式を考えると、

そのいくつかのタイプの積または商にζΓ � �� が等しくなると言うことである。正確にはガ

ンマ因子がくっつく。今の例では 

ζΓ
∆
∆

� �
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= + +
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�
（ガンマ因子） 

となる。この事実はサルナック[S1]、ヴォロス[V]により発見され、その後、黒川[Ku1]、

小山[K1,K2]、エフラット[E2]らにより拡張された。ガンマ因子は、ガンマ関数、多重ガ

ンマ関数の他に、散乱行列式を含む。この拡張は、散乱行列式が具体的に知られている場



合にのみ可能であるが、これについては後節に述べる。 

  固有値をずらして得られた���� � ��∆ − −� �� のような形の式は、なぜ重要なのだろう

か？ それは、以下の計算によりゼータ関数の零点の実部が特定できるからである。 

( )���� � �� � �∆ − − = − − =∏� � � �� � 
λ
λ

 （λはΔの固有値） 

  ⇔ − − =λ � �� �� 
� となる固有値 λ ≥ 
 が存在 

  ⇔ = ± −� �
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�λ � � となる固有値 λ ≥ 
 が存在 

  
 =��� ��
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 または 
 �≤ ≤�  

従って、リーマン・ゼータをある群Γを用いてζ ζ� � � �� �= Γ と表すことができれば、それ

が対応するラプラシアンの行列式で表示され、（更にすべての固有値が 1/4 以上になれ

ば）零点の実部が特定できて、リーマン予想が解決するだろう。これがゼータ統一理論の

主張である。 

  さて、この主張は本当に正しいのだろうか？ それを判断することは難しい。なぜなら、

Ｓ型ゼータの虚零点に関し、実部（リーマン予想）以外のことがほとんど何も知られてい

ないからである。Ｓ型ゼータの零点の虚部、すなわちラプラシアンの固有値の分布や、ば

らつきの具合は、本当にＡ型のそれと似ているのだろうか？ そういう疑問を持つのは当

然であろう。ここから、「数論的量子カオス」の必要性が認識される。 

 

カスプ形式の存在理論の立場から 

 

  前節では簡単のために、Ｍがコンパクトな場合を例に挙げたが、数論的なΓの多くは非

コンパクトなＭに対応する。その場合に特徴的なのは、Δが連続スペクトルを持つことで

ある。連続スペクトルというのは、固有値が通常のように λ λ λ� � �	 	 ���と離散的に現れる

のではなく、連続的に変化する変数ｒの関数 ( )λ �  として連続的に現れるものである。離

散スペクトルに関しては、その分布が興味の対象となるが、連続スペクトルに関しては、

素朴な意味での個数は連続無限個になってしまう。そこで導入されるのが散乱行列式ϕで

ある。ϕはＭの非コンパクト性が及ぼすスペクトルへの影響を、一つの関数として表した

ものであり、その零点や極から構成される点列を、あたかも離散スペクトル列のようにみ

なして扱うことができる、便利なものである。（ϕの正確な定義については次節で詳しく

述べる。）例えば、大きさ ��
�

�
+  以下の離散スペクトルの個数に対応して、 
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という量が、その大きさの連続スペクトルの「個数」に当たる量であることが知られてい



る。スペクトルの分布については、セルバーグの先駆的な研究による次の定理が有名であ

る。 

 

セルバーグの定理１ リーマン面Ｍの体積 vol(Ｍ)が有限ならば、次の式が成り立つ。 

 

�� �λ < +�
� �

�
∆の固有値｝＋

− +�
�
�

�
�
�

−�
�

�

�

�π
ϕ
ϕ
�

�� 
�
�

�

 ～ 
( ) ( )��� �

� �
�

�

π
→ ∞  

 

  左辺の第一項は、大きさ ��
�

�
+  までの離散スペクトル（固有値）の個数である。第二

項はその大きさの連続スペクトルの「個数に当たる量」である。左辺を全体として見ると、

その大きさの離散、連続すべてのスペクトルの「個数」の合計になっている。この定理の

主張は、すべてのスペクトルの「個数」の合計は、Ｒの２乗に比例するということである。

離散、連続の内訳に関しては、合同部分群の場合に限り、セルバーグは次の定理を発見し

て解決した。 

 

セルバーグの定理２  Γが合同部分群の時、次の式が成り立つ。 

�� �λ < +��
�

�
∆の固有値｝～
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  合同部分群は、数論的なΓとして最も典型的な物であり、最も良く研究されてきた対象

である。この定理の意味するところは、合同部分群の時は離散スペクトルが全体の個数を

尽くしてしまっており、定理１の左辺の主要項は第一項だということである。セルバーグ

は、定理２を踏まえて、次を予想した。 

 

セルバーグの予想   

リーマン面Ｍの体積が有限である限り、すべてのΓに対して定理２と同じ式が成り立つだ

ろう。 

 

  数論に保型関数論という分野がある。そこでは、離散スペクトルの固有関数を「Γのカ

スプ形式 (cusp form)」と呼び、連続スペクトルの固有関数を「Γのアイゼンシュタイン

級数 (Eisenstein series)」と呼ぶ。アイゼンシュタイン級数は具体的な級数の形で定義

されるのに対し、カスプ形式にはそうした表示がない。定理２のように、離散スペクトル

が豊富に存在することが証明されている場合は、カスプ形式の豊富な存在も保証されてい

るわけだけれども、実際にそれがどういう関数になっているかは、全貌を誰も見たことが

ない。（テータ級数で書けるカスプ形式は例外的にわかりやすい。）なぜアイゼンシュタ

イン級数のような統一的な定義を、カスプ形式に対して見つけることができないのか。そ



れは保型関数論における長年の謎であった。 

  １９８０年代後半、フィリップス、サルナック等の新しい研究[PS1,PS2]により、この

問題は新局面を迎える。彼らは、Γをタイヒミュラー空間の中で動かしながらスペクトル

の挙動を見ることにより、Γの変化に伴って離散スペクトルは連続的に変化するというよ

りは、むしろ突然消失してしまうような様相を呈することを発見した。そこで、サルナッ

クは、セルバーグの予想を覆す、次の予想を提出した。 

 

サルナックの予想 

ほとんどすべてのΓに対し、�� �λ < � ∆の固有値｝は有界となるだろう。定理２の式が成

立することは、Γが数論的であることと同値であろう。 

 

  ここで「ほとんどすべて」と言っているのは、それが成り立たないΓの全体からなる集

合がタイヒミュラー空間の中で低次元になってしまうという意味である。この予想は、ほ

とんどすべての場合にセルバーグの定理１の第一項が有界であることを意味しているから、

必然的に第二項が主要項となり、連続スペクトルがスペクトルの大半を尽し、それに比べ

て離散スペクトル（すなわちカスプ形式）は非常に少ないことを主張している。確かに、

セルバーグの定理２より、Γが合同部分群の時には第１項が主要項であったが、そのよう

な数論的なΓというのは、その意味では、極めてまれな存在なのである。 

 

  セルバーグの予想とサルナックの予想、この相反する二つのうち、果たしてどちらが正

しいのであろうか？ この問題の最終的な解決は、まだ得られていない。しかし、近年の

研究結果は、サルナックの予想を裏付ける方向に傾きつつある。例えば、昨年、ジャッジ

により次の定理が証明された。 

 

ジャッジの定理[J] 

ヘッケの三角群 � � �� � � �> �  のうちで、離散スペクトルを無限に持つものは、重複度

仮説の下で、高々可算個しか存在しない。 

 

  重複度仮説というのは、ある特殊な合同部分群のラプラシアンのすべての固有値の重複

度が１であるだろうという予想で、これまでに得られている数値例から、その正当性が予

想されている。ヘッケの三角群 � �� � とは、行列 

 �

� 
−
�

�
�

�

�
�  と 

� �


 �

���
π
�

�

�

�
�

�

�

�
�
 の二元に

より生成される、��� 	 �� �  の部分群であり、ｍ＝３、４、６ の時は� �� �は数論的にな

るが、それ以外の時には非数論的になることが知られている。 

 



  サルナックの予想は、カスプ形式が豊富に存在することは非常に珍しいことであるとい

うニュアンスを主張している。更に、この主張はΓが数論的な場合ですら有効であるよう

に見える。それは、合同部分群 Γ(2) に指標をつけた保型形式を考える時、指標は 
( ) ( )χ η η
 �< <  と実数ηを用いてパラメタライズされるが、そのうちセルバーグの定

理２の式を満たすようなηは高々可算個しかないことが、フィリップス－サルナック

[PS3]により重複度仮説の下で証明されているからである。 

 

  もしサルナックの予想が正しいとすれば、古来から謎とされてきた、カスプ形式の具体

的な表示が得られない問題も、もはや問題ではなくなる。すなわち、カスプ形式自体が、

一般にはほとんど存在しない対象であるのだから、その統一的な表示など、あるはずがな

いのである。その代わり、カスプ形式即ちラプラシアンの離散スペクトルは、その存在自

体が非常に特殊であり、数論的な特徴を表していると考えられる。従って、λの分布やそ

の固有関数の振舞いを調べることは、本質的に数論に深く関わる問題と思われる。これが

数論的量子カオスという研究の、二つ目の動機である。 

 

 

 

散乱行列式 

 

  前の二節で登場した散乱行列式ϕについて解説する。ϕは、Ｍが非コンパクトであるよ

うなΓに対して定義されるものであるが、ここでは特にＭの体積が有限である場合を扱う。

この場合、Ｍが非コンパクトであることから、その姿は、直観的には無限に伸びている部

分を含むと思われるが、体積が有限という条件から、その伸びている部分は先に行くと急

激に先細りになっていることがわかる。このような、細長く伸びている部分（の極限点）

をカスプと言う。 

  カスプは、非コンパクト性すなわち連続スペクトル発生の原因である。連続スペクトル

の固有関数はカスプを決めるごとに与えられる。これを、そのカスプのアイゼンシュタイ

ン級数と呼ぶ。例えば、Γ = =
�
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 	 	 	 	� �� �  の場合、Ｍ

は上半平面Ｈのｙ軸の 
 ≥ � なる部分を含む領域とみなすことができ（図１）、カスプ

は �∞ （ｙ軸の先の方）ただ一つとなる。このカスプのアイゼンシュタイン級数は次で定

義される。 
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ここで、γ �  とは γ が一次分数変換で上半平面に作用した時のｚの像であり、Γ∞はそ

の作用でカスプ �∞ を固定する元の全体からなる部分群である。 ( )� � �	  が連続スペクト

ルの固有関数になっていることは、次のように考えるとわかりやすい。まず、γが単位元

の場合、和の中身は 
 � となるが、これは、冒頭で与えたΔを用いて容易に 

( )∆
 � � 

� �= −�  と計算されることから、形式的に連続スペクトルの固有関数になること

はわかる。（また、固有値� �� ��−  が � �↔ −�  で不変であることは、アイゼンシュタイ

ン級数の関数等式を示唆している。）これが実際に� �= Γ �  上の関数になるには、Γ

の作用に関する不変性が必要となるため、あらかじめすべてのγをかけておいてΓの作用

に関して平均化しておけば良い。ただし、今の目的のためにはカスプが重要であり、カス

プを動かさないような作用は無視してよいから Γ∞  で割って考えればよいというわけで

ある。 

  Γ∞  は 
� �
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�  という元で生成される無限巡回群である。アイゼンシュタイン級数 

( )� � �	  は、Γのｚへの作用に関して不変、すなわち ( ) ( )� � � � � �γ 	 	=  となるから、

特に ( ) ( )� � � � � �+ =�	 	  となる。これより、 ( )� � �	  はｚの実部ｘに関する基本周期１

の周期関数 � � ��π  を用いて次のように展開できる。 

( )� � � � � �
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	 � �=
=−∞

∞

� �π  

これを、フーリエ展開と呼び、� �� � をフーリエ係数という。� �� � はｍの他に、ｙ及び

ｓという変数を含んでいることに注意しよう。連続スペクトルの扱いにおいては、特に、

０番目のフーリエ係数 �� �
  が重要であることが、計算によりわかる。�� �
  は ｙとｓ

の関数であるが、ｓに関しては先程見たように関数等式が � �↔ −�  で成立し、次のよう

な形で表される。 

( )� 
 � 

� �
 �= + −ϕ� �  

ここで出てきたϕを、Γ = ��� 	 �� �  の散乱行列式と呼ぶ。 

  ここまで、カスプが �∞ ただ一つであるような群Γ = ��� 	 �� � について考えてきたが、

一般の有限体積の非コンパクトなＭは、複数個のカスプを持ち得る。ｎ個のカスプがある
場合に、各カスプのアイゼンシュタイン級数を ( )� � �� 	  ( )� �= � �	 	���	  と置き、それぞ

れの級数を ｊ番目のカスプ（の固定部分群の生成元）に関してフーリエ展開した時のフ

ーリエ係数を ( )� ��� と置く。先程と同様に、 ( ) ( )� 
 � 
��

�

��

�
 �= + −ϕ  となり、ここで得

た行列 

( ) ( )( )Φ � ���= ϕ  

をΓの散乱行列と言う。 ( ) ( )( )ϕ � �= ��� Φ  を散乱行列式と呼ぶのである。これは、その

作り方から、（アイゼンシュタイン級数の）定数（項）行列式と呼ぶ人もいる。 

  散乱行列式は一般ディリクレ級数の形で表され、全平面にｓの関数として有理型に接続



されることは知られている。散乱行列式の具体的な形を求めるには、剰余類分解 Γ Γ∞ �  

を具体的な形で書き下し、更に０番目のフーリエ係数を計算しなくてはならない。これは

一般には非常に困難なことであり、これまでに知られている場合はわずかに以下の数例に

過ぎない。 

 

１）Γ = ��� 	 �� �  の場合[Se1] 

( )
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( ) ( )ϕ π
ζ

ζ
�
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�
� −�

�

�

�
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リーマン・ゼータのガンマ因子 π
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�
�
�
�
�

�
�

�

�
Γ  を無限素点のオイラー因子とみなして、完備

リーマン・ゼータ ( ) ( )�ζ π ζ�
�

�

�

= �
�
�
�
�
�

−
�

�
Γ  を用いて考えれば、これは 

( ) ( )
( )

ϕ
ζ

ζ
�

�

�
=

−�

�
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と簡単な形に表される。 

 
２） ( ) ( ) ( )Γ Γ Γ Γ= 
 �� � �	 	  の場合[Hej, Hu] 

１の完備リーマン・ゼータの代わりに、Ｎを法とする完備ディリクレＬ関数の積で表され

ることが、ヘッジェル、ハックスレーにより知られている。 

３）Γ = �� ��� 	 ��  の場合 （��は虚二次体Ｋの整数環）[ES] 

１の例の完備リーマン・ゼータの代わりに、Ｋのヒルベルト類体の完備デデキンド・ゼー

タを用いて表されることが、エフラット－サルナックにより知られている。ちなみに、こ

の証明は、アイゼンシュタイン級数とヒルベルト類体の一般的な性質を利用したもので、

剰余類分割や積分計算という繁雑な手順をほとんど踏むことなく、鮮やかに散乱行列式を

求めている。 

４）非合同部分群の場合[E1] 

非合同部分群に関する結果はほとんど得られていないが、唯一エフラットが非常に特殊な

非合同部分群の散乱行列式を、デデキンド・ゼータの複雑な積で書き下した結果がある。 

 



最近の進展 ----- 最先端からの報告 ------ 

以下に、数論的量子カオスの分野で実際に得られている新結果を報告する。 

１）λのばらつきに関して 

固有値λのばらつきを表す関数（number variance）が、古典的にはポアソン分布かラン

ダム行列理論におけるモデル GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble）に従う場合がそれぞ

れ知られていたが、数論的なΓの場合は、その二つの分布の双方にまたがるような分布を

呈することが、数値計算によりわかった（図２）。ルオ-サルナック[LS1]は、この不思議

な現象に関する、初の理論的サポートを与えた。 

 

２）固有関数 φλ  の値分布に関して 

量子力学においては、ラプラシアンのような自己共役作用素は物理量に対応し、その固有

関数は確率振幅を表す。そこでは量子化した系でプランク定数 �→ 
 とした極限を 

semi-classical limit と呼び、興味の対象としているが、これを求めるには固有値λを

限りなく大きくした時の極限を求めれば良いことが知られている。これまでにいくつかの
大きな固有値λに対する固有関数φλの値分布が計算され、一部の物理学者の間では、絶対

値が大きくなる部分（確率が高くなる場所）は、Ｍの測地線を描くのではないか（図３）

と言う予想が提出されていた[H]。ルドニック-サルナック[RS1]は、こうした予想が誤り

であることを証明した。 

 

３）φλ  の ��-ノルムに関して 

前項で述べた量子力学からの興味、及び、�∞-ノルムの究極的な評価（�∞-予想）は、リ

ーマン・ゼータのリンデレーフ予想を含むことなどから、ｐ＝∞の場合が特に重要である。

イワニッチ-サルナック[IS]、小山[K3]は、二次元、三次元の数論的多様体に関し、�∞-

ノルムの評価をそれぞれ改良した。 

 

４）量子エルゴード性 

|φλ | の値は、λが大きくなると次第に振幅が大きくなり、その変化は急激かつ均一的に



なる（図４）と考えられている。これを量子エルゴード性と言う。この性質は、二次元の

モジュラー多様体に関してはゼルディッチ[Z]及びルオ-サルナック[LS2]が証明した。 

５）素測地線定理への応用 

量子エルゴード性のあるバージョンは、対応するランキン－セルバーグ・ゼータの平均リ

ンデレーフ予想と同値になる。これより、素測地線定理の誤差項の評価を得ることができ

る。[LS2] 

６）リーマン・ゼータの零点分布 

リーマン・ゼータの零点の虚部の分布が、ランダム行列理論で得られるある関数で表され

ることは予想されていた（図５）が、ルドニック－サルナック[RS2]はこれを部分的に証

明した。 

 

おわりに 

 

  セルバーグが定理１、２を証明し、予想を提出したのは１９５０年代である。この研究

が、スペクトル論的数論とも言うべき分野の端緒となった。本文では、セルバーグの予想

に不利な状況の解説が中心となってしまったが、その時代に数論とスペクトルと言う、全

く異質のものの間の類似を発見し、Ｓ型ゼータを初めて定義してこの分野を切り拓いたセ

ルバーグの業績は、驚嘆すべきである。Ｓ型ゼータ（セルバーグ・ゼータ）は、今世紀の

数学で最大の発見であると言う人もいるほどである。 

  セルバーグによって見出された類似そのものが、群の数論性を本質的にあらわしている

ことを見抜いたサルナックは、セルバーグ理論をより深め、より広い分野と影響しあう存

在に高めたと言える。 

  セルバーグからサルナックへ----- この二人の天才の世代の間には、数論が従来の枠か

ら脱却して、幾何学、スペクトル理論、タイヒミュラー空間論、エルゴード理論、そして

量子力学という、多くの分野と連携する存在に急速に成長した時代の変遷を見ることがで

きよう。 
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添付図 

 

図１ ＳＬ（２、Ｚ）の基本領域 

図２ ポアソンとＧＯＥに従う例と、それらにまたがる数論的例 

  （サルナックのコピーの一部を抜粋、イラスト化） 

図３ 物理学者の予想 （同上） 

図４ 量子エルゴード性 （同上） 

図５ リーマン・ゼータの零点 

  （メータの本から引用したオドリズコのデータ） 

 


